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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА КОЛЕБАНИЙ ШТАНГИ  
С НЕЗАВИСИМОЙ МАЯТНИКОВОЙ НАВЕСКОЙ И СИСТЕМОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ  
В ВЕРТИКАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ
Аннотация: Постоянное совершенствование конструкций полевых опрыскивателей, направленное на повышение 
производительности путем увеличения рабочей ширины захвата, требует особого подхода к обеспечению надежности 
несущей конструкции штанги и качества выполнения технологического процесса. Актуальным остается вопрос коле-
баний штанги, возникающих при копировании ходовыми системами неровностей поля и резкими изменениями скоро-
сти движения агрегата. На стадии проектирования несущих конструкций штанг особое внимание уделяется обосно-
ванию ее геометрических параметров в продольном и поперечном сечениях; исследованиям изменения характеристик 
колебаний в вертикальной и горизонтальной плоскостях с учетом способа подвешивания штанги и используемой си-
стемы ее стабилизации. Это позволяет обеспечить надежность конструкции штанги и требуемое качество выполнения 
технологического процесса. В статье предложена конструкция независимой маятниковой подвески штанги на раму 
опрыскивателя и система ее стабилизации, основанная на использовании демпферных элементов. Для нее разработана 
последовательность проведения аналитических исследований процесса колебаний штанги в зависимости от начальных 
условий, параметров и характеристик используемых демпфирующих элементов, при которых обеспечивается эффек-
тивное их гашение. Показано, что при определенных числовых значениях геометрических параметров штанги, способа 
навешивания и гашения ее колебаний происходит изменение не только числовых значений функций, но и самих функ-
ций, описывающих процесс движения штанги в вертикальной плоскости, включая случаи резонанса. Полученные тео-
ретические результаты могут быть использованы при конструировании и испытаниях машин со штанговыми рабо-
чими органами и позволяют на стадиях проектирования смоделировать процесс движения различных конструкций 
штанг от возникающих внешних возбуждающих сил и определить закономерности изменения характеристик затуха-
ющих колебаний при использовании различных демпфирующих элементов и параметрах их установки.
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SIMULATION OF ROD VIBRATIONS PROCESS WITH AN INDEPENDENT PENDULAR SUSPENSION 
AND VERTICAL STABILIZATION SYSTEM
Abstract: Continuous improvement of field sprayer design aimed at performance increase by increasing the working 
width, requires a special approach to ensure reliability of the supporting rod structure and quality of technological process. 
The question of rod vibrations, which arise when the driving systems copy field rough surface and abrupt changes in speed of 
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the unit, remains topical. At the design stage of supporting structures of the rods, special attention is paid to the substantiation 
of its geometrical parameters in the longitudinal and transverse sections; studies of changes in the characteristics of vertical 
and horizontal vibrations, taking into account the method of the rod hanging and the system used for its stabilization. This 
allows to ensure the reliability of the rod design and the required quality of the technological process. The article proposes 
construction of the rod independent pendulum suspension on the sprayer frame and its stabilization system based on the use 
of damping elements. The analytical studies sequence system was developed for rod vibrations analysis, depending on ini-
tial conditions, parameters and characteristics of the used damping elements, under which they are effectively damped. It is 
shown that at certain numerical values of the geometrical parameters of the rod, the suspension and vibrations damping meth-
ods, not only the numerical values of the functions are changed, but also the functions themselves that describe the process of 
the rod's vertical movement, including cases of resonance. The obtained theoretical results can be used for design and testing 
of machines with rod working units and allow, at design stages, to simulate the process of movement of various rod structures 
from external excitatory forces, and to determine patterns of changes in the characteristics of damped vibrations using differ-
ent damping elements and their installation parameters. 
Keywords: rod, vibrations, amplitude, force, energy, parameters, conditions, rod working units, rod sprayers, mechani-
cal engineering
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Введение. Качество технологического процесса опрыскивания сельскохозяйственных куль-
тур определяется равномерностью распределения рабочего раствора по поверхности обрабаты-
ваемого объекта. Эффективность применения средств химизации зависит от сроков, способов 
и качества их внесения, технического состояния и правильной работы узлов и деталей машины, 
умелой ее эксплуатации, почвенно-климатических условий, в которых производится обработ-
ка и т.д. Снижение качества химической защиты может быть вызвано несоблюдением посто-
янства расстояния между выходными соплами распылителей и обрабатываемой поверхностью. 
Так, при изменении высоты штанги всего на 10 см расход рабочей жидкости в зоне перекрытия 
увеличивается на 40 %, а в остальной зоне снижается на 30 %. Это происходит в результате воз-
никновения колебаний несущей конструкции штанги в вертикальной плоскости и изменениями 
рельефа поля. При движении агрегата по полю колеса опрыскивателя копируют микронеровно-
сти, в результате чего образуются возмущения, которые через раму передаются всем его деталям 
и механизмам. Кроме того, на равномерность внесения существенное влияние оказывает резкое 
изменение рабочей скорости движения агрегата, которое вызывает колебания штанги в гори-
зонтальной плоскости. В результате этого неравномерность распределения рабочего раствора по 
обрабатываемой поверхности может достигать 30–135 % [1–5]. 
В зависимости от способа обеспечения постоянства расстояния между обрабатываемым объ-
ектом и штангой различают системы активной, пассивной и комбинированной стабилизации. 
Исполнение несущей конструкции штанги и способ ее крепления к раме опрыскивателя опреде-
ляют его надежность и технологические режимы работы, а также качество выполняемого про-
цесса. Жесткое крепление штанги или ее составных частей к несущей раме опрыскивателя на-
лагает ограничение на рабочие скорости движения агрегата и ширину захвата, а следовательно, 
и на его производительность, и не позволяет осуществлять качественную обработку агрофонов, 
засоренных камнями и высокой неровностью поверхности поля. Этот тип крепления оправдан 
только при ширине захвата 9–15 м и рабочих скоростях до 6–7 км/ч [6]. 
При активной стабилизации используются дополнительные механические устройства, кото-
рые устанавливаются на боковых частях штанг и, копируя поверхность поля, поддерживают ее 
на заданном расстоянии. Кроме этого к данному типу относятся и системы автоматической ста-
билизации, основанные на применении механизмов с различным уровнем технической сложно-
сти и компьютерной оснастки.
На практике широкое применение получили навески с пассивными и комбинированными 
системами стабилизации. Независимая подвеска штанги с системами стабилизации, позволя-
ющими обеспечить высокую плавность хода распределительной штанги, оправдана в конструк-
циях агрегатов, имеющих ширину захвата j 15 м.
Выбор оптимального способа крепления штанги к раме опрыскивателя и рациональной си-
стемы стабилизации позволяет изолировать ее от колебаний остова, вызванных наездом опор-
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ных колес на препятствие или попаданием в неровность, а следовательно, повысить качество 
и эффективность опрыскивания. Поэтому большое внимание отечественными и зарубежными 
производителями полевых сельскохозяйственных опрыскивателей уделяется разработке и ис-
следованию систем навешивания распределительной штанги на раме опрыскивателя и гашения 
ее колебаний, включая системы демпфирования и стабилизации [2–20]. Характер поведения 
штанги опрыскивателя с независимой подвеской и системой стабилизации в большой степени 
зависит не только от конкретных числовых значений геометрических параметров штанги, ха-
рактеристик и способов установки демпфирующих элементов, но и от их взаимного соотноше-
ния. Следует отметить, что в нашей республике производятся машины с штангами, имеющими 
ширину захвата до 24 м, в то время как за рубежом они достигают 54 м.
Среди конструкций независимого крепления штанги к раме опрыскивателя выделяются ма-
ятниковые (рис. 1, a–d) и шарнирно-рычажные подвески (рис. 1, d, e) [3, 6, 21].
Рис. 1. Схемы подвесок несущих конструкций штанг к раме опрыскивателя: a – ведомый направленный маятник; 
b – направленный канатный маятник; c – жесткий маятник; d – свободный маятник;  
e – двухшарнирная А-образной формы; f – двухшарнирная V-образной формы
Fig. 1. Layout of suspension of rod supporting structures to the sprayer frame: а – driven directed pendulum; b – directed 
cable pendulum; c – firm pendulum; d – loose pendulum; e – double-hinged А-shaped; f – double-hinged V-shaped
Основным условием стабилизации данных подвесок является превышение собственной ча-
стоты колебаний остова опрыскивателя над собственной частотой штанги. Собственная часто-
та штанги, а следовательно, и плавность ее хода может измеряться коэффициентами жесткости 
упругих связей и демпфирования, массой ее несущей конструкции, либо совместно двумя этими 
путями. 
Теоретические основы колебаний широко представлены в работах В. Л. Бидермана, Я. Г. Па-
новко, А. А. Яблонского, С. П. Тимошенко, Д. Х. Янга, У. Уивера [21–23]. Исследованиям процес-
сов колебаний и обеспечения надежности штанг полевых опрыскивателей посвящены труды 
Я. Г. Озолса, В. А. Бумажкина, К. Э. Вартукаптейниса, Т. И. Рыбака и др. [6–25]. Наиболее полно 
исследования процессов гашения колебаний штанг опрыскивателей, обоснования способов их 
навешивания и выбора систем стабилизации представлены в трудах И. А. Виковича [7], а долго-
вечности и надежности несущих конструкций – Т. И. Рыбака [25]. 
Постоянное совершенствование опрыскивателей и конструкций штанг, направленное на 
повышение производительности путем увеличения рабочей ширины захвата, требует особого 
подхода к обеспечению надежности несущей конструкции штанги и качества выполнения тех-
нологического процесса. Поэтому все еще актуальным остается вопрос эффективного гашения 
колебаний штанги, возникающих при копировании ходовыми системами неровностей поля 
и резкими изменениями скорости движения агрегата, а также обеспечения постоянства расстоя-
ния между распылителями и обрабатываемой поверхностью по ширине захвата.
Цель работы – построение математической модели поведения штанги опрыскивателя с неза-
висимой подвеской и системой стабилизации в зависимости от числовых значений геометриче-
ских параметров штанги, характеристик и способов установки демпфирующих элементов.
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Материалы и методы исследования. Для обеспечения качества выполнения технологиче-
ского процесса внесения рабочего раствора пестицидов и обеспечения надежности несущей кон-
струкции штанги нами была предложена конструкция ее подвешивания на раму полевого опры-
скивателя и система ее стабилизации, основанная на использовании демпфирующих элементов 
гашения колебаний (рис. 2) [2]. 
Подвижная рамка 3 закреплена на штоке гидроцилиндра 7, нижний конец которого крепится 
на пластине 4, опирающейся на две вертикальные пружины сжатия 1, которые установлены на 
остове опрыскивателя 9. Рамка может свободно перемещаться в направляющих остова опры-
скивателя. Штанга 6 закреплена на подвижной рамке 3 шарнирным соединением 4, обеспечива-
ющим ее вращательное движение. Гашение колебаний штанги в вертикальной плоскости обе-
спечивается пружинами 1, 5 и амортизаторами 2. При этом штанга совершает сложное движение 
по отношению к остову опрыскивателя: поступательное вместе с рамкой в направляющих и вра-
щательное относительно рамки. При поступательном осуществляется гашение колебаний пру-
жинами 1, а при вращательном – амортизаторами 2 и пружинами 5. 
Рис. 2. Схема подвески штанги на раме опрыскивателя с системой стабилизации в вертикальной плоскости
Fig. 2. Layout of rod vertical suspension on the sprayer frame with stabilization system
Данный способ подвески штанги был использован в конструкциях опрыскивателей Меко-
сан-2500-18 и Мекосан-2500-24, ОШ-2300-18 и ОШ-2500-24. Данные опрыскиватели успешно 
прошли испытания в полевых условиях и приемочные испытания в условиях ГУ «БелМИС»1.
Результаты и их обсуждение. Колебательное движение штанги опрыскивателя может быть 
описано уравнениями Лагранжа второго рода [11–13, 17–23]:
1 Опрыскиватель прицепной штанговый : пат. BY 20400 / И. С. Крук, В. А. Агейчик, П. С. Корженевич. – Опубл. 
30.08.2016. Опрыскиватель прицепной штанговый : пат. BY 20670 / И. С. Крук, В. А. Агейчик, П. С. Корженевич. – 
Опубл. 30.12.2016.
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где t – время; q – обобщенная координата; q× – обобщенная скорость; Q – обобщенная сила; Eк – 
кинетическая энергия системы.
Разложим движение системы (см. рис. 2) на переносное поступательное движение вместе 
с центром масс штанги и относительное по отношению к системе координат, движущейся по-
ступательно вместе с этим центром. Тогда, по теореме Кенига, кинетическая энергия системы 
в абсолютном движении складывается из кинетической энергии центра масс Eк
c, если в нем со-
средоточить всю массу движущейся системы, и кинетической энергии штанги Eк
r относительно 
центра масс [21–23]: 
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rE aq= c ; m – масса системы (навеска, штанга, элементы стабилизации); vc – ско-
рость центра масс штанги; а – коэффициент инерции,
а для поступательного движения части системы – в направляющих 
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где Qп – потенциальная сила двух параллельных пружин 1 (см. рис. 1); Qд – диссипативная сила 
сопротивления амортизатора 2.
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где c2 = 2c1, c1 – жесткость пружины 1. 
Откуда
 Qп = –2c2z. (4)
Обобщенная диссипативная сила сопротивления амортизатора [20]




(µa – обобщенный коэффициент сопротивления амортизатора).
Принимая во внимание выражения для Eк
(2), Qп и Qд, уравнение (3) примет следующий вид:
 mz̈ = –2c2z – µz
×, или z̈ + 2bz× + k2z = 0, (6)
где 
 222 ; .cb k
m m
µ
= =  (7)
Решение дифференциального уравнения (6) в зависимости от соотношения между величина-
ми b и k выражается одной из трех формул:
 z = e–bt A sin(k1t + a) при b k k, (8)
где 2 21 ;k k b= −
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 z = e–bt(C1e
rt + C2e
–rt) при b j k, (9)
где 2 2 ;r b k= −
 z = e–bt(C1t + C2) при b = k (10)
(С1, С2 – постоянные интегрирования).
Для описания колебательного движения штанги в уравнении Лагранжа в качестве обобщен-
ной координаты примем угол поворота штанги ϕ. Тогда уравнение примет такой вид:
 ,kE E E Q
t
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d
d д
к п  (11)
где Eп′ – потенциальная энергия штанги; Qд′ – обобщенная сила сопротивления амортизаторов 
штанги; Eк – определяется формулой (2).
Потенциальная энергия системы состоит из потенциальной энергии полей сил тяжести Eп
т 
и сил упругости Eп
у. Eп
т = Pzc = 0, так как zc = z0 = 0.
Следовательно, Eп′ = Eп
у.
 ( ) ( )2 22 2 2.
2 2z z
c cE c zdz c zdz z z cz
λ λ
−λ +λ
   ′ = − − = λ − −λ − λ − + λ =   ∫ ∫
ст ст
ст ст
п ст ст ст ст  (12)
где z = ϕx1; x1 – расстояние от центральной точки подвеса штанги до точки крепления пружин 
на штанге.












cos cos cos ,F F Fc c
z z S
a a
= = = = a
D D D
 (13)
где a – угол установки пружин относительно горизонтальной плоскости; c3 – жесткость пружи-
ны 3.




′∂′ = − = − ϕ = − ϕ
∂ϕ
п
п п   
2
1( 2 ).c cx=п  (14)
Определим обобщенную силу Qд′, вызванную силой сопротивления амортизаторов, пропор-





k a a aA uv z u x u xQ
δ δ ϕ δϕ ϕ′ = = − = − = −
δϕ δϕ b δϕ b b
∑  
д  
где a av x= ϕ  и δz = δϕxa – скорость и перемещение точки приложения силы + cF  соответственно; 
b – угол установки амортизатора относительно вертикальной оси; xa – расстояние от середины 





au lQ ϕ′ ′= − = −µ ϕ
b





aux ′µ = b 
 (15)
Очевидно, что в рассматриваемой системе реализуется случай больших сопротивлений 
b j k и применима зависимость (9). В общем случае можно принять, что z стремится к нулю экс-
поненциально с некоторым коэффициентом n, т.е. z ~ Ce–nt. Тогда
 vc = z
× = –Cne–nt = De–nt,  (D = –Cn), (16)











где Icy – момент инерции относительно оси y.
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Принимая во внимание полученные выражения для кинетической энергии и обобщенных 
сил из уравнения Лагранжа, получим дифференциальные уравнения колебаний штанги в форме 
 ,ntcy cI c Bx e
−′ϕ +µ ϕ+ ϕ =  п  (18)
где Bxce
–nt – обобщенная сила переносной силы инерции, которую можно рассматривать как 
момент пары сил, образованной переносной силой инерции и силой тяжести половины штан-
ги с плечом, равным расстоянию xc от середины штанги до центра тяжести одной из поло-
вин штанги.
Величина переносной силы инерции равна
 F ипер = maпер = mz̈ = mCn
2e–nt = Be–nt,  (B = mCn2). 





A Be z Be xQ Bx e
− −




Разделив все члены уравнения (18) на Icy, получим неоднородное дифференциальное уравне-
ние следующего вида: 
 2 –02 ( ) ,
ntb k B e′ ′ϕ + ϕ+ ϕ =   (20)
где 02 ; ; .c
cy cy cy
c Bxb k B
I I I
′µ′ ′= = =п   (21)
Неоднородному уравнению (20) соответствует однородное уравнение 
 22 ( ) 0.b k′ ′ϕ + ϕ+ ϕ =   (22)
Решением неоднородного уравнения (20) является функция
 ϕ = ϕ1 + ϕ2, 
где ϕ1 – общее решение однородного уравнения (22); ϕ2 – частное решение неоднородного урав-
нения (20). 
Общее решение ϕ1 однородного дифференциального уравнения (22) записывается в одной из 
трех форм, в зависимости от соотношений между величинами k′ и b′: 
если k′ k b′, то 
 1 1 2( ),
b t rt rte C e C e′− −ϕ = +  (23)
где ( ) ( )2 2 ;r b k′ ′= −
если k′ = b′, то 
 1 1 2( );
b te C t C′−ϕ = +  (24)
если k′ j b′, то 
 1 1 2( sin cos ),
b te C t C t′−ϕ = ω + ω  (25)
где 2 2( ) ( ) ;k b′ ′ω = −  С1, С2 – постоянные интегрирования, определяемые начальными условиями.







 функция (25) преоб-
разуется к виду 
 1 sin( ),
b te A t′− ′ϕ = ω +a  (26)
где 2 21 2A C C′ = +  – амплитуда колебаний.
Частное решение ϕ2 неоднородного уравнения (20) следует искать в зависимости от корней 
характеристического уравнения 
 2 22 ( ) 0.y b y k′ ′+ + =  (27)
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Если число n не является корнем характеристического уравнения (27), то частное решение ϕ2 
следует искать в виде функции
 ϕ2 = Q0e
–nt, (28)
а если является, то либо в виде функции
 ϕ2 = Q0te
–nt, (29)
либо в виде функции
 ϕ2 = Q0t
2e–nt, (30)
в зависимости от кратности корня n в характеристическом уравнении (27). 
Если число n не является корнем характеристического уравнения (27), то, подставляя выра-
жение (28) в неоднородное уравнение (20), получаем
 00 2 2 .2 ( )
BQ





если k′ k b′, то 
 01 2 2 2( ) ;2 ( )
b t rt rt ntBe C e C e e
n b n k
′− − −ϕ = + +
′ ′− +
 (32)
если k′ = b′, то 
 01 2 2 2( ) ;2 ( )
b t ntBe C t C e
n b n k
′− −ϕ = + +
′ ′− +
 (33)
если k′ j b′, то 
 02 2sin( ) .2 ( )
b t ntBe A t e
n b n k
′− −′ϕ = ω +a +
′ ′− +
 (34)
При b′ ≠ k′ характеристическое уравнение (27) имеет два различных корня, следовательно, 
только один из них может совпасть со значением n. В этом случае, подставив выражение (29) 
в неоднородное уравнение (20), получим 
 00 2 2 .2 ( ) 2 2
BQ
n t b nt k t b n
=
′ ′ ′− + + −
 (35)
Таким образом, 
если k′ k b′, то 
 01 2 2 2( ) ,2 ( ) 2 2
b t rt rt ntBe C e C e te
n t b nt k t b n
′− − −ϕ = + +
′ ′ ′− + + −
 (36)
если k′ j b′, то 
 02 2sin( ) .2 ( ) 2 2
b t ntBe A t te
n t b nt k t b n
′− −′ϕ = ω +a +
′ ′ ′− + + −
 (37)
При b′ = k′ характеристическое уравнение (27) имеет один корень кратности два, следова-
тельно, в случае совпадения его со значением n, в неоднородное уравнение (20) подставляем вы-
ражение (30) и получаем 
 00 2 2 2 2 2 .2 ( ) 4 4 2
BQ
n t b nt k t b t nt
=
′ ′ ′− + + − +
 (38)
Таким образом, при b′ = k′ имеем 
 201 2 2 2 2 2 2( ) .2 ( ) 4 4 2
b t ntBe C t C t e
n t b nt k t b t nt
′− −ϕ = + +
′ ′ ′− + + − +
 (39)
Проведенные исследования позволили определить условия возникновения колебательных 
движений штанг, исследовать процесс затухания их колебаний для заданных характеристик 
и параметров установки демпфирующих элементов. Результаты исследований были использо-
ваны при разработке конструкций полевых штанговых опрыскивателей Мекосан-2500-18, Меко-
сан-2500-24 (ОАО «Мекосан»), ОШ-2300-18, ОШ-2500-24 (ОАО «Дятловская СХТ») (рис. 3).
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Рис. 3. Разработанные системы стабилизации штанги опрыскивателей «Мекосан-2500-18» (a) и ОШ-2300-18 (b)
Fig. 3. Designed rod stabilization systems for sprayers Mekosan-2500-18 (а) and OS-2300-18 (b)
Заключение. В результате анализа конструкций современных штанговых опрыскивате-
лей и исследований, посвященных изучению процесса колебаний несущих конструкций штанг 
в процессе движения агрегатов по полю, предложена конструкция независимой маятниковой 
подвески штанги на раму опрыскивателя и система ее стабилизации, основанная на использова-
нии демпферных элементов.
Для разработанной конструкции разработана последовательность проведения аналитиче-
ских исследований процесса колебаний штанги в зависимости от начальных условий, параме-
тров и характеристик используемых демпфирующих элементов, при которых обеспечивается 
эффективное их гашение.
В результате теоретических исследований гашения колебаний предложенной системой ста-
билизации получены зависимости для определения характеристик затухающих колебаний 
штанги в вертикальной плоскости в зависимости от ее конструктивных параметров, характери-
стик демпфирующих элементов и конструктивных параметров их установки.
Показано, что при определенных числовых значениях геометрических параметров штанги, 
способа навешивания и гашения ее колебаний происходит изменение не только числовых зна-
чений функций, но и самих функций, описывающих процесс движения штанги в вертикальной 
плоскости, включая случаи резонанса. 
Проведенные исследования позволили обосновать выбор и параметры установки демпфи-
рующих элементов для принятых геометрических параметров несущих конструкций штанг. 
Полученные результаты были использованы при разработке конструкций полевых штанговых 
опрыскивателей Мекосан-2500-18, Мекосан-2500-24 (ОАО «Мекосан»), ОШ-2300-18, ОШ-2500-24 
(ОАО «Дятловская СХТ»).
Полученные результаты могут быть использованы в машиностроении при проектировании 
и испытаниях машин со штанговыми рабочими органами, моделировании процесса колебаний 
штанг с независимой маятниковой навеской при использовании системы стабилизации, осно-
ванной на применении демпфирующих элементов.
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